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Пусть %, г|2,. . . , п п -— независимые одинаково распределенные слу­
чайные величины с непрерывной функцией распределения. "Для проверки 
гипотезы о совпадении функции распределения x\t с F (х) применяют ([1], 
стр. 130) статистику 

оо 

al = n \ (Fn (x) - F (x))* dF (ж), 
—оо 

где Fn (х) — эмпирическая функция распределения, 

Рп (х) = 4 " 2 х (*» зс (я.л) = { J[ ̂  l[ ( 1 ) 

Статистика о>п, предложенная Мизесом, изучалась Н. В. Смирновым 
([2], [6], см. также обзор [33]). В дальнейшем считаем, что гипотеза верна, 
т. е. r\i, i = 1, /г, имеют непрерывную функцию распределения F (х). 
Полезна следующая лемма из [2]. 

Лемма 1. Закон распределения con не зависит от вида непрерывной 
функции F (х). 

В силу леммы 1 без ограничения общности будем считать, что F (х) — 
функция равномерного распределения на отрезке [0, 1]. Введем эмпири­
ческий процесс 

In (я) = V n ( F n ( x ) ~ x ) . (2) 

Как известно, конечномерные распределения 1п (х) сходятся к конечномер­
ным распределениям I (х) — гауссовского процесса на [0, 1], такого, что 
Щ (х) = 0, М | (x) g (у) = x (1 — у) при x < у; I {у) — условный ви-
перовский процесс при условии g (1) = 0. В соответствии с эвристическим 

i 

подходом Дуба [34] распределение о&^^Ц (x) dx сходится ([29], [3], 
о 

стр. 635) к распределению 
i 

с о 2 = \ (x) dx. (3) 
о 

Функция распределения ш 2 впервые табулирована в [4] (см. также [1], 
таблица 6.4а). 
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Положим 

A n = sup | P { û £ < > } — Р { а > 2 < * } | . (4) 
— 00<JZ<00 

О ц е н к а . Для любого е > О найдется такое Ь (е), что при всех п 
Ап<Ь(г) п~а+*. (5) 

Впервые степенная оценка скорости сходимости распределения ып 

к пределу была получена В. В. Сазоновым, доказавшим справедливость 
(5) сначала [7] для а = Vio» а затем [8] для а = г/6. Используя представ­
ление Скорохода [30] последовательности независимых случайных вели­
чин с помощью значений винеровского процесса в случайные моменты вре­
мени, Розенкранц [9] доказал (5) для а = 1/ь. Следуя по тому же пути, 
Я. Ю. Никитин [13] и Кифер [14] независимо друг от друга доказали оцен­
ку (5) при а = V 4 для некоторого класса статистик, в который входит 
со п. Они же установили, что метод Скорохода не позволяет получить 
(5) для а > Vâ- В предварительном сообщении [10] автора а было увели­
чено до Настоящая работа посвящена доказательству следующей тео­
ремы. 

Теорема. Оценка (5) справедлива при а = х/2 и несправедлива при а ^> 1. 
Для доказательства разработан специальный подход, отличающийся 

как от подхода Сазонова, так и от подхода Розенкранца — Никитина — 
Кифера. Характерным для него является использование неравенства 
Чебышева, формулы Стирлинга, многомерного обобщения разложения 
Эйлера — Маклорена, т. е. возврат к начальным методам теории вероят­
ностей (ср. [23]). 

Статистики типа со2 широко применяются во многих областях [33]. 
Например, для проверки принадлежности функции распределения вы­
борки параметрическому семейству F (x | 9) рассматривают ([21], [32]} 
статистику 

оо 

n \ (Fn(x)-F(x\Qn)fdF(x\Qn), 
—оо 

где Qn — оценка истинного значения параметра 9. В частности составле­
ны таблицы для критерия нормальности ([35], [16]). Статистики типа со2 

используют для проверки совпадения функций распределения нескольких 
выборок ([37], [39, [36]), независимости координат ([31], [42]), симметрии 
распределения ([27], [40]), равномерности распределения на окружности 
[41] и т. д. 

Подход, изложенный в настоящей работе, позволяет получать оценки 
скорости сходимости вида (5) для широкого класса статистик типа со 2. 
Поскольку рассуждения довольно пространны, автору представляется 
полезным подробно изложить их в простейшем случае статистики соп-
Некоторые дальнейшие результаты приведены в [18], [19]. Отметим, что 
для введенного в [19] класса статистик оценка (5) верна при а = 1/2, а для 
некоторых типичных представителей этого класса оценка (5) не верна 
при а > г/2. В дополнение к [18], [19] укажем, что оценка (5) при а = 1/? 
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верна для статистик типа со ~, применяемых для проверки нормальности 
[35], [16]. 

В теореме не говорится о значениях а из интервала (г/2, 1]. По мнению 
автора, верна одна из следующих двух гипотез. 

I. Опенка (5) неверна при а > 1/2 (Розенкранц [9]). 
П. Оценка (5) верна при а = 1. В пользу этой гипотезы говорят неко­

торые численные результаты [43]. 
В процессе доказательства теоремы эмпирической процесс 1п (х) при­

ближается кусочно постоянным процессом, промежутки постоянства кото-
рого не зависят от случая. Введем точки'раз биения dt == , i = 1,..., m, 
и оператор А, действующий на функции, определенные на [0, 1]: 

Af(x) = f(di) при ^ — ^ < ^ < ^ + ^ ? 

Af(l) = f(dm). 
Имеем следующие равенства: 

i i 

Ф1 = J АН (ж) dx + J ( £ (x) - АН (x)) dx, (6) 
0 о 

1 1 

CÛ 2 = 5 Al2 (x) dx + l (l2 (x) - Al2 (x)) dx. (7) 
о 0 

Мы покажем, что вторые слагаемые в (6) и (7) малы, и оценим их; оценим 
расхождение между распределениями первых слагаемых; пользуясь сво­
бодой в выборе ??г, закончим доказательство оценки (5) для а = 1/2. От­
метим, что разложения вида (6), (7) играют важную роль в предельной 
теории статистик интегрального типа [28]. 

1. Постоянно будет использоваться простая лемма, вытекающая из не­
равенства Чебышева. 

Лемма 2. Пусть все моменты случайной величины I конечны. Тогда 
для любых а, ß^>0 можно выбрать такое с (а, ß), [что при всех х^>0 
выполнено неравенство 

р ( т>^ }< с - ^# . 
X 

С помощью формулы (1) после .некоторых вычислений и рассуждений 
образец которых приведен ниже, доказывается следующая лемма. 

Лемма 3. Пусть0 < ; % < ; х 2 < ; . . . <^ 1. Тогда[М1п (хг) %п[(х2)\. . . 
. . .£n (xh) — многочлен от хг, х2, . ., xk, степень и коэффициенты которого 
ограничены константами, зависящими лишь от к (но не от п). Многочленом 
является и М£ (хх) I (х2) . . . I (xk). 

Обозначим 
i 

ô (n, m) = § (ll(x) — All (x)) dx. 
о 

Лемма 4. Существуют константы h (s), s = 1, 2 f такие, что при 
всех п выполнены неравенства 

Mô2s(n, m)<Mg e 

Аналогичные неравенства верны и для второго слагаемого в (7). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Меняя порядок интегрирования, по теореме 
фубини получаем 

2s 

МО 2 8 (и , т) = 2 5 м П (& - &(а,)) da*... <feae, (8) 

где К — куб с центром а = ( а х , . . ., <22s) и длиной ребра 7mî каждое из 
а;, / = 1, . * 2 s , является одной из точек разбиения Л, г = 1,. . . , /тг. Сум­
ма берется по всем m2sнаборам из 2s точек разбиения. Если at — ah, то 
будем говорить, что соответствующие переменные xt ж xk входят в одну 
группу. Вое Xj, j = 1,. . ., 2s, разбиваются на несколько групп и свободные 
переменные, которыми без ограничения общности можно считать хг, . .,. 
. . xt. Каждая свободная переменная в одиночку образует группу. По­
дынтегральное выражение в (8) равно 

2 ( - 1)V (yi г/2з)9 (9) 
где 

/ (Уи • • м Уи) = м й (Уг) • • -Il (У2з), 

У] = хз и л и Уз ~ av а — число а/, / = 1,... , 2s, среди аргументов, сум­
ма берется по всем 2 2 s возможным наборам yj. Если yt и yh входят в разные 
группы, то их упорядоченность не зависит от принимаемых значений, 
если в одну — то зависит. Функция / инвариантна относительно переста­
новок аргументов. Если у7«, / = 1,. . ., 2s, упорядочены по возрастанию, 
то / по лемме 3 является многочленом. 

Проинтегрируем в (8) сначала по свободным переменным, зафикси­
ровав остальные и обозначив их значения g = {yi+1, .. ., y2s). Разложим 
/ - -, 2 /2*)=/ (Уп- • •> Уь S) как функцию от уг,. . ., yt по многомерной 
формуле Тейлора в точке (%, . ., at). Ряд будет конечным. Члены, в кото­
рые не входит хотя бы одна свободная переменная, например, хг — %, 
сократятся, так как вместе с / (хг, у2,. . ., ух, g) в сумму (9) входит с про­
тивоположным знаком и / (%, г/2,. • •» у и §)• Члены, в которые хотя бы 
одна из разностей xt — а г, i == 1, £, входит в нечетной степени, при 
интегрировании дадут 0 из-за симметрии куба. Таким образом, главный 
член равен 

\ В (g) (хх — ai) 2 (х2 — а 2 ) 2 . . . (xt — atf dx±... dxt. 

Поскольку В (g) получается из / (уг,. . ., y2s) дифференцированием по не­
которым переменным, то В (g) — многочлен от yt+i,- . y2s, степень и 
коэффициенты которого ограничены константами, зависящими лишь от 
s. То же верно для степеней и коэффицентов многочленов от g, являющихся 
коэффициентами в разложении / как функции . ., yt. Число членов 
разложения ограничено константой, зависящей лишь от s. Будем рассмат­
ривать лишь главный член — для остальных рассуждения аналогичны. 
Проинтегрировав его, получим В (g) (12)~*т~3*. 

Оставшееся под интегралом в (8) выражение отличается от (9) лишь 
заменой f (уъ . . ., y2s) на В (g) (\2уЬгГ'л1 = В (yt+l, . . ., уЪъ) (12)-'ттГ3' и 
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соответствующим уменьшением числа переменных. Область интегрирова­
ния разобьем на части, в которых упорядоченность 2 (2«? — t) чисел 
xt+1,. . ., x2s, at+1,. . ., a2s не меняется. Число частей зависит лишь от 5. 
Рассмотрим одну из них. Рассмотрим переменные одной группы, обозна­
чив остальные z и зафиксировав их. По формуле Тейлора получим, что 
В (g) равно сумме слагаемых вида С (z) (xt —• at) + » « где С (z) — 
многочлены, обладающие теми же свойствами ограниченности парамет­
ров, что и В (g), а число слагаемых зависит лишь от s. К многочленам С (z) 
применимо предыдущее рассуждение. При рассмотрении переменных оче­
редной группы в каждом слагаемом выявляется хотя бы один множитель 
типа (xt — где переменная xt относится к рассматриваемой группе. 
Перебрав все группы и проинтегрировав, окончательно получим, что сла­
гаемое в (8), имеющее t свободных переменных и q групп более чем из од­
ного переменного, не превосходит Hm~q~2t~2s, где константа H зависит 
лишь от s. Число способов, которыми можно 2s переменных разбить на t 
свободных и q групп, зависит лишь от s, число соответствующих слагаемых 
при каждом способе равно А1^, что меньше mt+q. Следовательно, сумма 
их не превосходит Hm~2s~l, что и доказывает лемму 4. Рассмотрев случай 
ах = а2 = . . . = a2s, убедимся, что заменить 2s в правых частях нера­
венств леммы на большие числа нельзя. 

Аналогично проводится доказательство для второго слагаемого в (7). 
2. В дальнейшем m ~ m (п) = С [па], где С — натуральная констан-

1 

т а , а ^ а 0 < - у - , квадратные скобки обозначают целую часть числа. Кон­
станты в получаемых ниже оценках зависят от а 0 , кроме специально ого­
воренных случаев. 

Введем обозначения 

я ( 0 = ? n № ) , i = 1 , m , 

У (i) =• Vm(x (i + 1) — x(ï)), i = 1 , m — 1, 
y(0) = V~mx(l), (10) 
y (m) = — У m x (m), 

m 

T(7i , m) = 2 У 8 ( 0 -

Лемма 5. Все моменты y {i), i = 0, m, существуют и ограничены 
константам и, не зависящими от i, m, n и а0. 

Используя неравенство 
m 

Р { m a x | y ( 0 l > s } < 2 Р { | 1 Г ( 0 1 > * } 

и леммы 2 и 5, доказываем следующее утверждение. 
Лемма 6. Для любых а, ß > 0 существует с± (а, ß), такое, что при всех 

n, m 

Р { т а х | г / ( 0 | > ^ } < С - ^ % ^ . 
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Лемма 7. Все моменты у (n, т) существуют и ограничены константами? 
не зависящими от n, m и а0. 

Леммы 3, 5 и 7 доказываются аналогично, поэтому приведем лишь более 
трудное доказательство леммы 7. 

а. Имеем: 
m 

МТ"{п,т) = т- 2 My*(k1)ys(k2)...ys(k2s). (И) 

Некоторые из индексов ht в (11) могут совпадать. Число способов разбие­
ния 2s индексов на группы совпадающих (в группе может быть и один 
индекс) зависит лишь от s. Рассмотрим одно из таких разбиений, число 
групп равных индексов в котором есть а. Ему в (11) соответствует 
m (m — 1) . . . ( m — а + 1) слагаемых. Для доказательства леммы 7 
достаточно показать, что каждое из них не превосходит b (s) m s ~ a , 
где b (s) зависит лишь от s. 

б. Рассмотрим для простоты только случай, когда ни одно из к * не рав_ 
но 0 или т. Положим v (/, i) = % (dj+1, r\t) — % (dj, г]г-) - , тогда (см» 

(1), (2), (Ю)) 

y(j) = y S v ( 7 . О-
г=1 

Каждое слагаемое из (11) равно сумме 

2Mv (&!, h)v (&!, i2)v [кх, i3)v (к21 ц) . . . v (k2s, i6s) (12) 

(индексы ij, f = 1,. . ., 6 s, пробегают все целые значения от 1 до я), 
умноженной на mssn~3S. Из независимости наблюдений . ., цп и того, 
что Mv (i, j) = 0, следует, что отличными от 0 могут быть лишь те выра­
жения в (12), где все индексы разбиты на группы равных, и в каждой груп­
пе не менее двух индексов. Каждое математическое ожидание в (12) раз­
бивается на произведение членов, относящихся к одному и тому же ц 
Как легко подсчитать (все г (1),. . . , г (Ь) различны), 

1 / 1 \а(1)-К..+а(Ь) 
Mv-O) (г (1), i)... v«(*> (r (6), i) = -±- (™ - i - ) U + + X 

X {(1 —туы + ... + (1 — т) а < ь ) + m — 6}. (13) 

в. Индексы в (12) можно разбить на группы равных числом способов, 
зависящим только от s, поэтому достаточно показать, что сумма 2 ' по 
каждому такому разбиению не превосходит b± (s) ms~a. Пусть в разбиении 
с групп равных индексов. В 2 ' входит n (n ~~ 1) . . . (п — с + 1) слагае­
мых. Из (11), (12), (13) и того, что т2п~1 ограничено, следует, что каждое 
слагаемое из 2 ' не превосходит по модулю 

с 

2 ß(;) 
Ьг (s) rrcm ^ , 

где ß (/) — максимальное из а (•) в /-й группе (см. (13)). Методом матема­
тической индукции можно доказать, что показатель степрни m максимален 
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в случае некоторого разбиения индексов на пары (т. е. с = 3s). Пары бы­
вают «чистые» Mv 2 ( r , г), для которых ß = 2, и «смешанные» Mv (r l 5 i) x 
X V (r 2, i)? Д л я которых ß = 1. Таким образом, каждое слагаемое из (11) 

не превосходит b3 (s) т~а, где о равно минимальному числу «смешанных» 
пар. Если число элементов в группе равных индексов из (11) нечетно, то 
есть хотя бы одна «смешанная» пара с индексом из этой группы. Легко 
проверить, что количество групп с нечетным числом элементов не мень­
ше 2 (а — s ) , чем завершается доказательство леммы 7. 

3. Вероятность того, что из п наблюдений в^О, попало А0, в 

jg—* » gürj п о п а л о
 в di+i) попало к0 в £l — l j попало 

/ с т , находится по формуле для мультиномиального распределения ([11], 
я . 6.3). 

Р(*Ь, *ь *m) = fcolfell>>>feml ( — ) (äS) . (14) 

Известна следующая формула Стирлинга ([12], п. 469): 

^• = УЩ~)а^[т-Ш)^ 0<в(а)<1. (15) 

С помощью (1), (2) и (10) выразим kt через у (i). Используя (15), пре­
образуем (14): 

_HL m + 1 ( I г . — — J L / 
р(к^к1,...,кт) = (2к) » 2 г а » | ( l + 2 ] / - = - » ( ( > > ) • + 

X 
il ' p 

X 

Условный винеровский процесс \ (x) имеет в точке X = (x (1), . . « 
. . ж (m)) плотность (см. (10)) 

/ ( Х ) = (2я) 2 2 т 2 е х р (2z/2 (0) + 

+ У2 (1) + ... + У2 (т » 1) + 2 i , V ) ) } • ( 1 7 ) 

Рассмотрим точки (x (1 ) , . . ., x (m)), такие, чтоj/^x (г) + ж £ ь i = 1, . . . 
. . ., m — целые и x 2 (1) + . . . + x 2 (m) <С m z. Вероятность 

i 

о 

получается суммированием (16) по всем таким точкам. Выделим кубы с 
центрами в этих точках, ребра которых параллельны осям координат и 
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дагеют длину l/j/Vi. Объединение этих кубов обозначим S0. Тогда рпт (z) 
можно получить интегрированием по S0 функции / (x (1), x (m)), по­
стоянной в каждом кубе и равной в нем р (А 0 , . .9кт) тг т/ 2, где kif 

i = О, 1,. . ., m, определяют центр куба. Вероятность же 
i 

Р{$ A?{x)dx<z} 
О 

получается интегрированием плотности (17) по шару x2 (1) + х2 (2) + . . . 
... + ж2 (m) < mz. 

Положим (р ^> 0) 

А(р) = { max | у (î) | О р , | Т (и, т)\<п*}. 

Жз лемм 6 и 7 следует, что 1 —• Р (А (р)) убывает быстрее любой степени 
п. Для любой системы S кубов обозначим Sx = Sx (р) объединение тех ку­
бов из S, которые полностью лежат в А (р). 

Для всех точек А (р) последний множитель в (16) равен 1 + 0 (1/тг). 
Прологарифмируем заключенную в фигурные скобки часть (16), разложим 
логарифмы в ряды и просуммируем: 

, ™ 

in {•} = - у 2 У (/') - 4" <2»' <°> + ^ 2 W + - + » V - 1 ) + 2г/2(/п)}+ 
W оо . 

+ 2 2 [ V 4 ) i - v f » w { ± - $ № f a } . («ô 
J=0 г=1 

тде Я, (/) = 1 для / = 1,. . . , m — 1 и X (/) = 2 для / = 0, т. Первая сумма 
в (18) равна 0, вторая — аргументу экспоненты в (17), третья представляют 
«собой отклонение от предельного распределения. Разложив l/kt в ряд 8 

получим для центров X = (x (1),. . ., x (т)) кубов из А (р) равенство 

/ (X) = / (X) ехр { 2 I ( - X (7) У </))* [4г -

b(i)y4i) 
( I + 1 ) ( » + 2) 

j=0 г=1 

-ff"('-wuî))K1+0(4-))- <"> 
где p, (1, z) = 0, fi ( i , z) = z при i > 1. 

4. Из неравенства 

— 1 | < 2 | я | при \х\ <4~ 

л определения .4 (р) следует, что (19) остается верным при замене верхней 
границы суммирования по i на I = I (а0) вместо оо. 

Разложим экспоненту в (19) в ряд. 
Лемма 8. Для всех центров X = (x (1), . . x (т)) кубов из Sx выполнено 

.равенство 

J(X) = f ( X ) { l + + (20) 
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где g (i, m) , i = 1,. . ., /, являются многочленами от у (0), у (1),. . у (т) 
степень которых зависит лишь от i, а коэффициенты могут зависеть еще 
и от т. Константа в О (i/n) одна и та же для всего Для любого ô ) > 0 
найдется h (ô), такое, что \ g (i, m) | < h (ô) пъ при i = 1, I на всем 
S i C i (р), где p = p ( ô ) . 

Приведем лишь основную идею доказательства. Разложение в ряд 
экспоненты в (19) состоит из слагаемых вида (с точностью до числовых 
коэффициентов и X (/)) 

</<i)-b..+g(fc) « 

S r ( 1 W ) b . - r ( * 4 4 % 
i(l) , . . . , i(fc)=l 

что является произведением соответствующих сумм по отдельным индек­
сам. Для любого т > 0 найдется # ( т ) , такое, что сумма по î (/) не превос­
ходит H (х) т2^Ьг~^+х. Это утверждение при q (/) > 2 следует из лем­
мы 6, а при q (/) = 1 — из леммы 7 и того, что сумма всех у (i) равна 0. 

Опишем многомерный аналог асимптотического разложения Эйлера — 
Маклорена (ср. одномерный случай с изложением [12], стр. 542). Пусть 
Т — множество точек с целыми координатами /^-мерного линейного про­
странства. Решеткой назовем множество h Т + а, где положительное число 
h — шаг решетки, вектор а определяет положение одной из вершин ре­
шетки. Будем изучать сумму значений функции g (x), х = (х1,. . ., хр), 
по подмножеству А точек решетки. Функция g (х) предполагается достаточ­
ное число раз дифференцируемой. Опишем переход от суммы к асимптоти­
ческому разложению по степеням h. 

С каждой точкой решетки свяжем куб с центром в этой точке, ребра 
которого параллельны осям координат и имеют длину h. Таким образом 

сточкой ( а 1 , а р ) связан куб |х : а1 | ~ ^ х * <^а1 + - | - | . Кубы, связанные 

сточками решетки, заполняют пространство без пропусков и наложений. 
Коэффициентами в многомерном аналоге асимптотического разложения 
Эйлера — Маклорена по степеням h являются интегралы от производных 
функции g (h) по объединению кубов, связанных с точками А. 

Пусть х0 — центр куба В. Разложим g (х) по многомерной формуле 
Тейлора в точке х0. Для демонстрации метода выпишем лишь члены с пер­
выми четырьмя производными: 

4 

g(x) = g (*о) + S 4г D*8 (*о) + - , (21) 
где 

v 
DH

xg(XO)=L'Z(^-XI) £-Yg(X)\ 
4 i=l i ' 

Проинтегрируем почленно обе части (21) по кубу В. Интегралы тех сла­
гаемых, в которые хотя бы одно приращение переменных х1 — х\ входит 
в нечетной степени, равны 0 в силу симметрии куба, который отображается 
на себя при замене переменных х{ = х\ / Ф i, х\ = 2хг

0 — х \ Таким 
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образом, 

_JT_ У d i ë Ы »I.T, _ V 9 4 g (*о) ь р _ /ооч 
3 4 5 6 ^ 9 ( ^ 3 ( ^ ) 2 - 1 9 2 0 ^ я - • ^ 

К каждому слагаемому в правой части (22) можно применить аналогичное 
преобразование. Так, например, 

DLÉEAHV Ä С f e a V ^ Ы ^ р , 2 3 ч 

Подставим (23) в (22): 

* ( * о ) А * = \D™DX + 0(H*)HP. (24) 
В г=1 Б ° \ х ) 

Действуя аналогично, для любого / можно получить асимптотическое раз­
ложение с остаточным членом порядка H2L-HP. 

Весьма важным для дальнейшего является тот факт, что в описанное 
разложение не входят частные производные, в которых дифференцирова­
ние хотя бы по одному из xt, i = 1,. . ., Р, производится нечетное число раз, 
в результате чего при больших Р существенно сокращается число слагае­
мых в суммах при H2S, S = 1, 2, . . . . Предложенные другими авторами 
многомерные обобщения формулы Эйлера — Маклорена не обладают этим 
полезным свойством (см. [20], [22], [24], [38]). 

Распределение случайного вектора (ln (dx), %п (dm)) = £ сосредото-

чено в точках решетки —^=. T -\- а в m-мерном пространстве, где а — 
у п 

= (гг1!* ([ndx] — ndx), /г~1/а ([ndm] —ndm)). Вероятность того, что £ 
попадет в объединение кубов S, равна 

З Г И ^ - м я И ) ^ ) " * , ( 24 ' ) 

где значения / берутся в центрах кубов. Воспользуемся равенством (20) — 
применим асимптотическую формулу Эйлера — Маклорена в многомер­
ном случае к каждому слагаемому в правой части (20), рассматриваемому 
в соответствии с (10) как функция (x (1), . ., x (m)). Как указано при дока­
зательстве леммы 8, с точностью до числового множителя слагаемые имеют 
вид 

га 

I I t f " l ( 0 e x p f - 4 - ( W ( 0 ) } . (25) 

где X(i) = 1, i = 1, m— 1, A,(0) = Xm = 2, at — целые неотрицательные. 
-Из (10) следует, что для любой дважды дифференцируемой функции g 

ДН Г д 2 ё о i ' 1 д г % 
ДХ2 (I) 

т Г *е о d g 1 ] d g (26) 
dy(t-l)dy(i) ~Г & (i) ' V ; 
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Легко видеть, что функции (25) разлагаются в равномерно сходящиеся 
в кубе из S, в центре которого берется разложение, бесконечные ряды 
Тейлора (тип фиксированы). Следовательно, почленное интегрирование 
по кубу законно. Проводя его, получим бесконечный ряд, несколько 
первых членов которого выписано в (22). Сделаем замену по формуле (26) 
и воспользуемся явным видом (25) слагаемых из (20). Мы получим, что 
перед суммой 2к-х производных по у в бесконечном ряду стоит множитель 
mkh2k = ткп~К, число участвующих в этой сумме производных не более 
4 föm f c, каждая из производных берется от функций вида (25). Пользуясь 
тем, что степени слагаемых в (20) ограничены, и явным видом сомножите­
лей в (25), можно показать, что для любого % ^> 0 существуют H (%) и 
nQl такие, что для любого слагаемого вида (25), участвующего в (20), сумма 
2&-х производных в (22) не превосходит (при условии x EU A (p), р = 
= Р (т)) 

ак = (-у^У H (x) ( -£-)* п«™*>/(x (1) , . . (m)). 

Поскольку m = С [па], а <^ а 0 <С г/%, то существует такое к0, что 

2 Як = О (п~г) / (х (1), x (т)). Из (20) и (22) получаем, сгруппиро-

вав члены с одной и той же степенью п в качестве множителя, что 

a7w(-jfc-)- -ji/<4+ â ( /?) ' »{•.»>}«(»+0(4.))+ 
+Щ% *«. -) (/?)' /m) ( Vr)" (i+o(4-)). <27> 

где Z = (x (1), . . ., x (m)), g ± (i, m) являются многочленами от y (0) r 

y (1), . . . , y (m), степень которых зависит лишь от i, а коэффициенты могут 
зависеть еще и от т. 

Лемма 9. Для любого ô > 0 найдется ht (ô), такое, что \ gx (i, m) | < 
<C.hx (ô) /i 6 /г/ж i = 0, 1, k0 для всех точек (у (0), • . . , г/ (m)) из Л (р) 
д/ш некотором p = p (о). 

Для доказательства отметим, что все слагаемые в (20) можно разбить 
на два класса. В первый входят те, что получаются при разложении экспо­
ненты из произведений вида 

m 

h (у (0), ...,у (m)) = ( -i= S уз (f)) » - ( 0 ) . . . y*™ (m)r (28) 

a во второй —все остальные. Как в лемме 8, для слагаемых из второго 
класса утверждение леммы 9 можно получить исходя из того, что 
max {\у (i)\, i = 0,. . ., m} растет медленнее любой степени п. Для функ­
ций, у которых множитель перед / (у ( 0 ) , . . ., у (т)) имеет вид (28), это рас­
суждение проходило бы, если бы перед суммой стоял множитель m"1* 
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а не m"1/2. Воспользуемся равенством 

k m m m 

II=0 ' <2=0 S»"(0 П̂ «((г)х 
x ~WW [(tW f (/)У / j w ; (y (0)' • • " v (m)) '. • (29) 

Из лемм 6, 7 следует, что h (у (0),. . . , г/ (m)) растет медленнее любой 
степени /г. Равенство (29) показывает, что множитель перед / (г/(0), . . » 
. . . , г/ (m)) во всех производных функции /г. (у (0), . . ., у (m)) f (у (0) ? . . . 

# . у (т)) также растет медленнее любой степени п. Используя ограничен­
ность степеней g (г, т) в (20) и явный вид производных функций вида 
(25), завершаем доказательство леммы 9. 

В правой части формулы (27) стоит умноженная на т2ггг сумма зна­
чений некоторой функции по центрам кубов. Поступим с ней так же, как 
действовали только что с суммой в (24'). В результате получим, что 

Аналогично предыдущему можно показать, что g2 ( j , m) и ^ 3 (i, m) обла­
дают теми же свойствами, что g (i, m) и gx (i, m). Отметим, что в правой 
части (30) перед суммой по центрам кубов стоит множитель т*п~~2, в то* 
время как в (27) был множитель т2п~х. 

Повторяя описанные выше преобразования некоторое конечное числа 
раз, при каждом из которых увеличивается на единицу степень множителя 
m^n-i перед суммой по центрам кубов в правых частях формул, аналогич­
ных (27) и (30), получим, что 

Воспользовавшись положительностью функции / ( X ) , явным видом ее 
производных и оценив по модулю все члены в формуле (22) для / ( X ) , 
начиная со второго, получим, что 

27 (X) = \ f(X) iX {i + 2 (У"£)' g. (i, m) } 

4 + 4)) + ̂ )2/ю(7гГ 
Si 

x 

(31) 

St Si S I w / 

m 

Следовательно, в правой части формулы (31) сумму по центрам кубов мож­
но и не писать. Подытожим результаты рассуждений настоящего пункта 
в следующей лемме 10. 
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Лемма 10. Существуют многочлены g (i, m), i = 1, . . ., I, от переменных 
у (0), у (1), . . у (т), степень которых зависит лишь от i, а коэффициенты 
могут зависеть еще и от т, такие, что 

27<*>(тг)"- $ / ( х >{ 1 + 2 »)}«(i + o(4.)). (32) 
Si ' Si i = l 

Для любого ô ^> 0 существует h (ô), такое, что \ % (i, m) | <С /г. (ô) п 8 

/г/ж i = 1, . . I на всем S±, где Sx = S f] А (р), причем S — любое объе­
динение кубов решетки, p = p (о). Константа в О (/г"1) зависит лишь от р, 
но не от S. 

5. Перейдем к оцениванию А п из (4). Как показал Ю. В. Прохоров 
115], функции P {со* > z} равномерно по п убывают экспоненциально 
быстро при z -> оо. Столь же быстро убывает, естественно, и предельная 
функция Р {со 2 ^> z}. Поэтому для доказательства теоремы достаточно 
рассматривать супремум не по (— оо, оо), а по [0, тг], что и будем делать 
в дальнейшем» 

Обозначим T (z) шар x2 (1) + . . . + x2 (m) < mz. Обозначим SQ = SQ (z) 
объединение кубов, центры которых лежат в T (z). Отметим, что для двух 
точек одного куба суммы x2 (1) + . . . + x2 (m) отличаются не более чем на 

2n~ll* (x (1) + . . . + x (m)) + тппг1. (33) 

Лемма 11. Для любого ô ^> 0 существуют % (n, m) и Az, такие, что 

+ оШ+н(п,т) \ f(X)dX, (34) 
T(z+Az)\T(z-Az) 

причем I % (n, m) | < h± (ô) /г5, 0 < Az < ^ 2 Ф) пъ~1^ при некоторых 
константах h1 (ô), h2 (ô), постоянная в О (п~г) не зависит от z ЕЕ [0, тг]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим В (р) = { m a x | х (Г) | < п9}. Для 
1 < г < т 

любой системы S кубов, связанных с точками решетки, для любого р ^> 0 
пусть S2 — объединение тех кубов из S, которые полностью лежат в 
А (р) Г) В (р). Очевидно, что лемма 10 остается верной при замене S1 

на S2. В преобразованной таким образом лемме 10 положим S = S0. 
Поскольку вероятность попадания случайного вектора ( £ п (аг),..., | n (dm)) 
в область A (p) [J В (р) по леммам 6,3 убывает быстрее любой степени п, 
то формула (32) остается справедливой, если слева суммирование произ­
водится по S0, а справа интегралы берутся по S2. 

Сравним теперь предельную (т. е. задаваемую плотностью / (X)) ве­
роятность попадания в построенную по S0 систему кубов 82 и в область 
T (z) f ] A (p) f ) В^р). Пусть S* — объединение кубов из S0, среди то­
чек которых некоторые удовлетворяют хотя бы одному из уравнений 
m a x (I у (i) |, i = 0,..., m} = п9, m a x | x (i)\ = n9. Ясно, что предельная 
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вероятность $* убывает быстрее любой степени п, поскольку 

5 * с { max | у (i) | > л? - 1 / " - ^ } U f max \х(i) | > rfi - l / " - U . 

Вследствие (33) при Az = 2n'^2+p + iir1 справедливы включения 

{T (z - Az)f]A (р)ПВ (p) \ S* } С S 2 C {T (z + Az)f}A (p)f)B (p )} . 

Следовательно, 

I P (S2) — P(T (z) П i l (P) П В (p)) I < P {T {z + Az)) -

- P (Г (* - Az)) + P (S*) = j / (X) dX + О Ш . 
^ # {T ( z + A z ) \ T ( 2 ; - A z ) } fl A(p)f | В (p) 

Поскольку ( ] / ^ - ~ ^ g (h m)—>0 при n - > oo при достаточно малом p, причем 
равномерно по (p) f] В (р), то 

S 2 i = l 

J / (X) { l + 2 {УЩ* g(i, m)} dX + 

+ %(n, m) J / ( X ) f i + 0 ( | j , (35) 
{T (z+Д z ) \ T ( z -Az)} f]A(p)f]B (p) 

где x (n, m) и Az имеют требуемые свойства. Поскольку | у (i) | < 
< 2 / m / z < 2/г8/* в Г (z), а Р { Г (z) \ (А (р) f) £ (р))} убывает быст­
рее любой степени п, правые части (34) и (35) отличаются на интегралы по 
областям T (z) \ (А (р) П В (р)) и { Г (z + Az) \ Г (z — Az)} \ {A (p)f] 
П 5 ( р ) } , подынтегральными функциями в которых являются умноженные 
на / (X) многочлены от у (0), у (1 ) , . . . , г/ (m), удовлетворяющие перечис­
ленным в лемме 10 условиям, то правые части (34) и (35) отличаются на 
О (п~г). Лемма 11 доказана. 

Нам будет полезна легко проверяемая лемма 12. 
Лемма 12. Если P { | £ — r| | ^ > e } < ô , то 

Р{ц<х — г} — о<Р{1<х}<Р{ц<х+е} + о 

при всех х. 
Из явного вида характеристической функции случайной величины 

оо2 (см., например, [3], с. 635) и теоремы об обращении интеграла Фурье 
(см., например, [5], с. 581) следует лемма 13. 

Лемма 13. Распределение со2 имеет ограниченную непрерывную плот­
ность. 

Перейдем непосредственно к оцениванию разности P {о>л < z} — 
— Р {со 2 < z } . Из лемм 4 и 2 следует, что для любого у ^> 0 существуют 
d{y), такие, что вторые слагаемые в правых частях (6) и (7) не превосхо­
дят d (у) т~гпу на множестве А, таком, что P (А) ^> 1 — О (п"1). При-

1 

менив лемму 12 с ô = 1 — Р (А) ж г = d (у) т~гп* к I = оД, Ц = ^ Ain (0 dtT 

о 
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получим, что 

S 7w(v-)m-e<P{<Ä<s}< 2 / ( х ) ( * Г + Ô . (36) 
1 

Применив лемму 12 с теми же е и ô к g = со2 и т]= ^ (t)dt, получим, что 
о 

[ / ( X ) d X ^ Ô < P { c o 2 < * } < [ f{X)dX + b. (37) 
Т(2-е) T (z+£) 

Нам понадобится следующий факт: если а < 6 < с и d < е < / , то 
<ô — е = 0 (с — d) + (1 — 9) (а — / ) , г д е 0 < 0 < 1. Использовав его в 
(36) и (37), получим, что 

• p K < z } - P { c û 2 < Z } = e ( 2 / ( х ) ( - у - Г -

- Ç / ( X ) d x ) + ( i - 9 ) ( 2 7(Z) / - j T = - ) m — Ç / ( X ) d x ) + o ( l ) . 

(38) 
I 

Применив л е м м у 12 с теми же s и ô, что и раньше, к £ = ^ Л£2(t)dt 
о 

и г) = ш 2, получим, что 

Р { с ^ < ^ —в} — ô < J / ( X ) d X < P { c o 2 < z + 8} + 0. (39) 
T(z) 

Из леммы 13 и (39) следует, что для Az из леммы И 

J / ( X ) d X - J / ( X ) d X = e 1C 18, (40) 

T (z+Az) T (2) 

где I 02 I < 1, ^ — некоторая константа, e — то ж е , что в (36). 
Для i = 1,. . . , Z положим 

m ) - J g ( i 3 m ) / ( X ) d X e 

T(z) 

Для нас окажется важным, что К (z, г', m) не зависит явно от /г. Используя 
(40) и равенство 

Г (z) = { Г (г) Г) A (p)} U {?* (г) \ Л ( р ) } , 

•аналогично доказательству леммы 11 получаем, что для любого ß ^> 0 и 
того же е, что и в (36), 

К (z, i,m) — K(z+ e, i, m) = %сг (ß) nh, (41) 

\K(z, U т)\<с2ф) n*, (42) 

для i = 1,. . I f где I Э2 | < 1, 9 2 = 6 2 (i, z, m), c x (ß) и c 2 (ß) —^некоторые 
константы, зависящие -' ^ от ß. 
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Используя лемму И , формулы (38), (40) и (41), доказываем следующую 
лемму. 

Лемма 14. При z ЕЕ [0, п] для любого ß ^> 0 существует с (ß), такое, что 

Т . 

P {cû2

n < z}™P{co 2 <z}= 2 (у О?-Y if (z, i, m)+9 (n, m, z) с (ß) rtm-'L+Oinr1), 
(43) 

где I 6 (я, m, z ) | < 1, константа в О (п"1) не зависит от z, функции 
К (z, г, m), i = 1,. . ., /, удовлетворяют условию (42). 

6. Предыдущие рассуждения справедливы для m = т(п) = с [тг а], 
где а < ; а 0 , а 0 <~2 ~ некоторое фиксированное число. Так, например, 
1 = 1 (а0). Выбор а о, a затем а ж С находится в нашем распоряжении. 
Пусть а 0 достаточно близко к 1 / 2 , в частности, а 0 ^> х/з-

Можно проверить, что из-за симметрии шара T (z) член с i = 1 в (43) 
исчезает. Выбирая а так, чтобы т2п~г и т"1 имели один и тот же порядок 
по п (т. е. а = х/з)? доказываем теорему 1 из [10]: 

Лемма 15. Оценка (5) верна при а = х/з-
Воспользуемся свободой в выборе т. Положим m = С [/г*0]. Правая 

часть (43) есть О (п~1/з+Е) по лемме 15. Поскольку а 0 ^> */з> т о 1 и ~ 1 = 
= о (n~if*) и порядок суммы в правой части (43) тот же, что и всей правой 
части: 

Тогда каждое слагаемое в левой части (44) также есть О (тг"~1/з+£). Действи­
тельно, положим С = 1, 2, 2 2 , . . , 21~х и рассмотрим соотношения (44) 
в каждом из этих I случаев. С помощью конечного числа арифметических 
действий с левыми частями соотношений получим, что 

(|/̂ У К (z, h m) = О ( i r * * ) . ( 4 5 ) 

(Тут мы пользуемся тем, что К (z, /, m) не зависят явно от п.) Выразив 
п через m-, получим, что К (z, г, m) есть О (m7" <*>), где 

M 9 = - i b + * ( 2 5 r - l ) + £ . <46> 
Пусть Х,х (i) = — "з~ + 1 ( -5^7 — 4 ) - Положим Кг(г, j , m) =m-^WK(z, i,m), 

если 2ix (i) < 0 и Ä"x (z, г, m) = К (z, г, /гг) в противном случае. В новых 
обозначениях формула (43) принимает вид 

Т 

P {û)n < 2} - Р {со2 < z} = 2 ™ b ( %^JEi (z, г, m) + 
|г=1 

+ 6 (/г, m, z) с (ß) п^т'1 + О (/г"1), (47) 
ГДе b (i) == i + Хг (г), если Àa (i) < 0 и b (i) = i в противном случае. 
Из-за произвольности [г > 0 в формулах (45), (46) if a (z, г, /тг), как и 
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К (z, i, m), удовлетворяют условию (42). Каждое слагаемое суммы в (47) 
есть О (/Г"1/***) при m = [тга°]. При m = [гг а], а < а 0 , множитель прд 
первом слагаемом ть№ п~1^ будет убывать медленнее множителей у дру~ 
гих слагаемых, поскольку Ъ (ï)^> Ъ (1) = (бао)"-1 при i = 2,. . . , /. Вы­
берем а так, чтобы ть№п~-Ч* и m - 1 имели одинаковый порядок по /г, т. е* 
положим 

1 За0 

а = • 2 (6(1) + 2 6ап + 1 

Получим, что оценка (5) верна при а = а±1 где аг = а^> (Отметим, что 
а ->• 0,375 при а0 ->- V2O 

Повторим рассуждения, проведенные с начала настоящего пункта, 
заменив а0 = 1/3 на аЛ. Именно, при а0 ^> % для m = [п**] вместо (44) 
получаем соотношение 

Т 

2 тР^п-^Кг (z, i, m) = О (гГа*+*). (48) 
г=1 

Аналогично доказательству (45) получаем, что каждое слагаемое в (48) 
имеет тот же порядок, что и вся сумма. Выражая п через т, получаем, что 
Кг (z, i, m) есть О (тггл(1)Ф), где 

w а 0

 1 2а 0

 4 ; 4 а 0 

Пусть (i) = № (i) — —. Положим К2 (z, i, m) = т~Х 1 (г) КЛ (z, i, m), 
а0 

если (i) < 0, и К2 (z, i, m) = Кг (z, i, m) в противном случае, 
Затем получим формулу, отличающуюся [от (47) заменой b (i] на Ъг (i), 
где Ъг (i) = Ъ (i) + (г), если (i) < 0̂  и Ъг (i) = b (i) в противном 
случае. Легко видеть, что Ьх (i) > i — 1, поскольку иначе в противоречие 
с нашими рассуждениями оценка соответствующего слагаемого убывала 
бы быстрее, чем правая часть (48). Следовательно, Ъг (i) > 1 > bx (1) 
при i = 2, . . ., Z. Следовательно, если зтг = [па] и [а «< а 0 , то mbii^n~x^ 

mbx{i) " 
убывает медленнее, чем • • при г ̂ > 1. Затем, выбрав а так, чтобы 

( У п ) г 

ть№гГ1(* и т~х имели одинаковый порядок, получим, что опенка (5) вер­
на при а = а2, где а2 ^> аг ^> а0 = 1/3. 

Затем по а2 тем же методом получаем а 3, потом а 4, и т. д. По индукция 
доказывается следующая лемма. 

Лемма 16. Для / = 1 , 2 , . . . 

ai+1 = R (а,), где R (у) = * 

Последовательность {а,} сходится к а0 при i 00. 
Для доказательства оценки (5) при а = 1 / 2 возьмем е ) > 0 и положим 

aQ = (1 — е)/2. По лемме 16 Существует А, такое, что 1 / 2 — a / t < е. По­
вторяя проведенные в начале настоящего пункта рассуждения к раз, полу­
чаем требуемое. 
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Отметим, что лемма 15 использовалась лишь для получения начального 
значения а01 к которому затем применялся описанный в настоящем пункте 
процесс «итерации формул». Можно не использовать симметрию шара 

T (z). Действительно, возьмем а, такое, что j/^^-и m'1 имеют одинаковый 

порядок, т. е. а = 1/4i. Получим, что оценка (5) верна при а = 1 / 4 — ре­
зультат, по порядку совпадающий с наилучшими из полученных другими 
авторами. Далее проводятся те же рассуждения, что и раньше, с заменой 
1 / 3 на Лемма 16, разумеется, остается справедливой. 

7. Перейдем к доказательству того, что оценка (5) неверна при а ^> 1. 
Легко подсчитать, что дисперсия со2 меньше дисперсии со2 на (бОтг) - 1. 
Для произвольной функции распределения F (х) выполнено равенство 

а а о, 
^ x2 dF (x) = x2F (я) | xF (x) dx. 
о

 3
 0 0 

Пусть а = пг, 8 ^> 0. Подставим вместо F (х) функции распределения 
P {col, < х) и Р {со 2 < х) ж) вычтем одно равенство из другого. Восполь­
зовавшись результатом Ю. В. Прохорова [15] об экспоненциально быст­
ром убывании при х - > оо хвостов распределений con и со 2, получаем, 
что разность дисперсий con и со2 не превышает ànn2z при достаточно боль­
ших п. Поскольку s сколь угодно мало, то оценка (5) не может быть верна 
при а > 1. 

З а м е ч а н и е 1. В работе Н. В. Смирнова [2] рассматривалась слу­
чайная величина 

°° <п2 

где {y]j} — независимые в совокупности стандартные нормальные вели-
оо 

чины, 0 < Кг < . . . <^ Kj < < . . ., ряд 2 ^J1 сходится/ При А/ = 

= /^я2 получаем случайную величину со2 из (3). В приведенных Н. В. Смир­
новым разложениях в ряд функций распределения О 2 и со2 (формулы (97), 
(109) из [2], повторенные в [6]), к сожалению, пропущен множитель (— l ) t e . 
Этот факт отмечался несколькими исследователями независимо друг от 
Друга, в частности, Г. В. Мартыновым и автором. Исправленные форму­
лы оказались полезными для вычислений. Например, они были использо­
ваны Г. В. Мартыновым [16]. Приведем исправленную часть доказательст­
ва леммы 6 в [2]. 

Пусть ср (g) — характеристическая функция Q 2 . Легко видеть, что 

|В [2] выделяется однозначная ветвь функции Y~D (А,), аналитическая 
всюду, кроме разрезов по интервалам (А 2 /Д, К2к) вещественной оси À, (к = 
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= 1, 2,. . .) и такая, что ] / D (0) = 1. Чтобы найти скачки на разрезах этой 
аналитической ветви, вычислим знак ее мнимой части на полупрямой 
x + is, # ^> 0, 8 ^ > 0 , беек онечн о мал о отстоящей от положительной полу­
оси. Поскольку 

оо 

D (is) = 1 — is 2 kJ1 + О (s2)* 

то .D' (0) < 0 и мнимая часть (ге) отрицательна. Знак мнимой части 
(я + is) меняется там и только там, где w (x) = D (x - f is) пересекает 

положительную полуось. Справедливо равенство 

D (х+ is) = В (x) + isDr (х) + О (г2). 

Очевидно, что D (х) > 0, если х < Хх или Х 2 к < # < Я 2 к + 1 , и D (х) < 0, 
если Я 2 а „ х < х < Я 2 Й . Легко проверить, что D ' (Я2^_х) < 0, а| D' (k2h) > О 
(А = 1, 2, . . . , ) . Поэтому Dr (х) меняет знак нечетное число раз на каждом 
смежном к множеству разрезов интервале (X2k, X 2 f e + 1 ) , где, кроме того, 
D (х) ^> 0. На (0, кх) функция D' (х) меняет знак четное число раз. Стало 
быть, 1тУТЦЩ) и Im (ХХ + is) отрицательны, Im YD (x + je) не 
меняет знак при X2k-i < х < ^2fe и меняет знак при переходе от x = X2h 

KX=%2k+1, к =1,2,.. .. Следовательно, I m ] / l ) (x + te) <^0 при %х<. х <С Я2, 
и вообще sgn Im У"Р (а?+ *е) = (— 1)* при Я2ь-1 < я <С Я 2 ? 1 . Кроме того, 

(x + is) и jAZ) (x— is) комплексно сопряжены в силу принципа 
симметрии [17]. Следовательно, 

lim VD{x + is) = (— 1)4 Y— D {x) 

при k2k-i <C x <C h2kl a скачок аналитической ветви (Y~D (Я))" 1 на разрезе 
^h-i < x < k a f c равен 

- 2 ( -

где имеется в виду арифметическое значение корня. Это выражение отли­
чается множителем (—1) к от использованного в [2]. Изменив соответствую­
щие места в рассуждениях [2], получим вместо (97) в [2] следующую фор­
мулу для функции распределения случайной величины Q 2 (х > 0): 

ь=1 *2fc-l 

(Замечание 1 получено совместно с С. А. Пироговым.) 
З а м е ч а н и е 2. Развитый в настоящей работе метод позволяет 

получать также оценки скорости сходимости статистик типа Колмогоро­
ва — Смирнова. Получены [19] оценки типа (5) с а = что по порядку 
совпадает с результатами Кифера [14] и Никитина [25], [26]. 

Автор благодарен В. В. Сазонову за критические замечания. 

Лаборатория теории вероятностей Поступила в редакцию 
и математической статистики 2.2.72 
ЦЭМИ АН СССР 
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THE RATE OF CONVERGENCE OF THE MISES—SMIRNOV 
STATISTICS DISTRIBUTION 

A. I. OBLOV (MOSCOW) 

(Summary) 
We consider n independent random variables with a continuous distribution function 

F (x) and empirical distribution function Fn (x). Put 
oo 

< = n S (Fn^y-F(x))4F {x), 
— OO 

and S(z)= l im P K < z } > 

n->oo 

Д п = SUp I P { < 0 » < 
— o o < Z < oo 

Many papers dealt with the estimate: For each s > 0, there exists a b (e) such that 

A n < Ь (s) n~a+z (1> 
for n = 1, 2, . . . . 

The inequality (1) is proved for a = Vio [7], a == Ve [8], a = V 4 [9], a = х/з [10]-
In the present paper, we obtain (1) for a = V2. 


